Métrique de SCHWARZSCHILD

KARL SCHWARZSCHILD (1873-1916)

Karl Schwarzschild est I'ainé d'une famille de six enfants.

~ Son pére, de religion juive, est un homme d'affaires prospére

de Frankfurt. Sa curiosité pour les étoiles se manifeste dés ses
premiéres années scolaires, lorsqu'il construit un petit
télescope. Témoin de cet intérét, son péere le présente a un ami
mathématicien qui a un observatoire privé. A 16 ans, il publie
deux articles sur les orbites des étoiles doubles. En 1891, il
entreprend deux ans d'études a I'Université de Strasbourg, ou il

# développe sa maitrise de I'astronomie expérimentale. A 20 ans,

il entre a I'Université de Munich ; trois ans plus tard, il obtient
un doctorat. En 1900, lors d'un congres, il discute de la
possibilité pour l'univers d'avoir une géométrie non euclidienne.
De son étude relativiste de la géométrie de l'espace autour
d'une masse ponctuelle, il dérive le " rayon de Schwarzschild "
qui définit I'norizon ou la frontiére d'un trou noir ; c'est la
distance au-dela de laquelle, ni la lumiere, ni la matiére ne peut

échapper a la force gravitationnelle du trou noir. Lorsque la guerre éclate, il s'enrble comme
volontaire. Affecté a l'artillerie, sur le front de Russie, il contracte une maladie incurable et il doit
rentrer, en mars 1916. Il passe les deux derniers mois de sa vie a I'npital.

1 - Préambule

L'intérét de la solution de Shwarzschild est qu'elle est relativement simple et qu'elle
permet d'explique la précession du périhélie de Mercure et la déviation de la lumiére passant
prés d'une masse, par exemple le soleil.

Il s'agit d'un probleme a symétrie sphérique avec une masse sphérique M. Les
coordonnées sont choisie de facon a ce que cette masse soit située a l'origine des

coordonnées.

Le champ est étudié a I'extérieur de cette masse, c'est a dire dans un milieu ou il n'y a
aucune masse. De plus le champ est statique, c'est a dire indépendant du temps.

2 — Mise en équations

M(r,¢,0)

Dans un espace plat, par exemple dans
I'espace de Minkowski I'élément de longueur s'écrit

ds? = c’dt? —dr? —r?(d6” +sin® 6d ¢’

BN

Dans un espace "courbe™ a symétrie
sphérique indépendant du temps cette élément doit
s'écrire.
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ds? = A(r)c’dt® —B(r)dr® —C(r)r?(d6” +sin’ 6d¢’)

Dans cette expression il est possible de remplacer dans A(r),B(r) et C(r)r par une
fonction quelconque W (r) de r sans changer les propriétés de symétrie sphérique. Le plus

commode est de choisir une fonction W telle que C(W (r)) =1. Ce qui revient finalement a
avoir

ds? = A(r)c2dt? —B(r)dr2 —r? (d 0? +sin? 6d (02) (7-2.2)
Les composantes du tenseur métrique sont alors
Jo = A(r)c?,9,, =-B(r),g,, =—r%g, =—sin’ 9 (7-2.3)

Les autres composantes 9., =0etm=n

3 — Détermination du tenseur métrique et des symboles de Christoffel

1. Détermination du tenseur métrique et du tenseur de
courbure.....o wms

1.1. Tenseur métrique

Comme un certain nombre d'auteurs, en particulier DIRAC le tenseur métrique est écrit
sous la forme

ds® =c’e™dt* —e**dr® —r? (d492 +sin? ngoz) (7-4.1)

soit :

2.2 21 2 2 12
Jp =Ce",0,=—€",0,, =-T",0,,=-T"sin" 0

O,y =0Sim=n

goo:i’gn:_e2/1’g22:_i’933:_ 1 (7-4.2)
c? r’ r’sin’é
g™=0sim=n
Les variables sont :
xX°=ct,x'=r,x*=0etx’=¢p (7-4.3)

Le tenseur métrique est diagonal. Cette propriété simplifie le calcul des composantes du
tenseur de courbure et du tenseur de Ricci.

1.2. Tenseur de Ricci
Pour le calcul des composantes du tenseur les formules vues dans le cours de calcul
g

tensoriel
Rﬂv—[ln 9,,,,9W] +(In ‘gﬂﬂ‘)’v{ln J +(In )‘y[ln
-5 (i), (-1

oTHEUY H

g
909

9
99

gVV

}V (7-4.4)

lorsque u #Vv et
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(7-4.5)

M
= Hpo guu,a In
0;/1 [ 0‘0‘ J’U 90'0' [
INy|9e| =V, INy|9,| = 4. Iny/lg,,| =Inr et In j|g,;| =Inr +In(sing)

In\f@ = In\/\googngzzg%\ =v+A+2Inr +In(sing).

Un calcul montre que les composantes R#V =0slu+v.

On utilisera pour les autres composantes la formule (7-4.5). Un détail complet des calculs
est donné dans le cours de calcul tensoriel. Nous ne donnerons ici que le calcul de R, .

1.2.1. Calcul de Rgo
Les dérivées par rapport a x X° = ct sont nulles. Dans reference a I'equation inseree ici

ne subsiste que
2
:__Z [QOOGJ +gO0,0' In ‘g‘z
2520\ 900 o Yoo Yoo .

1
0, €St uniquement fonction de X' =T : R, = - (goo’lj 4 oo [In lol J

gll gll gOO

Joor = 27V %Oo‘l = —2e”"' et le premier terme dans le crochet :
11
(g‘mJ = —2i(e2<”)v') =262V = X)W +v'] (7-4.6)
Ou dr

Pour le deuxiéme terme In ’ =In/lg| —2In|gy| =—v + 2+ 2Inr +In(sing)

In \g\ = i[—v+/1+ 2Inr +In(sin9)] = —v’+/1’+g
goo or r
i Yoo r

Finalement Ry, = e {(21/'2 -2V + V”) + V'(—V' + A+ %ﬂ
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2V
" ro v 12
Vi—AVi+v +T 7-4.8)

ROO —e 2(1/—1)

1.2.2. Autres composantes du tenseur de Ricci

21
R,=—V"+ AV —v?+ =
r

1-e*(1+rv' —r 1) (7-4.9)
3 [1—e*” (1+rv' - M')}sin2 0 =R,,sin’0

g U
Il

5 — Détermination des coefficients du tenseur métrique

Les équations a résoudre sont R, =0,R, =0 et R,, =0, la quatriéme équation

R,, = Oest vérifiée si R,, = 0 puisque R,, = R,, sin’ §. e ** étant différent de 0, les 3
équations sont :

v —2Y vz oo (7-4.10)
r
" ror /1, 12
ViAWV -2—+v*=0 (7-4.11)
r
e (1+rv/' -rA')-1=0 (7-4.12)

L'addition de (7-4.10) et (7-4.11) donne A’ +Vv' =0, etdonc A +v =C*. Dans la
métrique ds® = c’e®dt® —e**dr® —r? (dH2 +sin® Hd(pz), lorsque I — o0, 'espace devient

plat et la métrique tend vers la métrique ds® =c?dt®> —dr? —r? (d 6° + sin’ nguz)de l'espace

euclidien. C'est a dire que A et vtendent vers 0 et A +v — 0 donc comme A +v =C"
A+v=0 (7-4.13)
Comme v’ =—A', l'équation (7-4.12) peut s'écrire € ** (1—2r ') =1 ou encore
d

—(re*”) “1rePoriK.e¥ =148
dr r

: _ K
La composante g,, s'écrit alors g,, = c’e® =c’e™ =c? (1+ —J. cette constante K

r

peut étre déterminée en se rapportant a I'approximation newtonienne (Newton retrouve)
2GM
K=-

CZ

. Cette valeur sera justifiée a nouveau dans le calcul des orbites des planétes.

2GM
c’r
M est la masse de forme sphérique centrée a l'origine et G est la constante universelle
d'attraction (G = 6,7 x10™"N.m*kg ?) Finalement la métrique de Schwarzschild :

e—2/1 — 1_

(7-4.14)
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2GM 1 .
2 _ A2 2 2 2 2 2 2
ds? =c (1 = jdt 26m dr?—r?(d6® +sin*6de®)  (7.4.15)
cr
. N 2GM
Il'y a une discontinuité apparente lorsque 1——— = 0. Pour cette valeur I, le
cTr,
coefficient de dr *devient infini. I, est appelé "rayon de Schwarzschild".
2GM
h = o2 (7-4.16)

Signification du rayon de Schwarzschild

En mécanique non relativiste un corps en mouvement a une énergie

1

mM 1 mM
E= Emv2 — G ——. Sa vitesse de libération est donnée par 2 mv?® =G ——. Soit

r

r

vl = ZG—M. Pour la Terre M = 6,10 x10**kgy = 6,336 x10°m. v, =11,3km/s.
r

La rayon de Schwarzschild est le rayon pour lequel la vitesse de libération est la vitesse
de la lumiére, toute la masse étant a l'intérieur d'un sphére dont le rayon est inférieur au rayon

de Schwarzschild.
M =2x10%kg r, =3 km

Pour la Terre o = 95 MM
La métrique peut s'écrire :

Pour le soleil

r A
r

dszzcz(l—r—o)dtz— 1 drz—rz(d02+sin2<9dgo2)

Les symboles de Christoffel de seconde espéce deviennent

(7-4.17)

rO
1y
rgl :r(l)o =3= r
;
r‘0
1r r 1 v r
FEOZ%CZ__O(]-__OJ rilz_r&z_%_L rlzzz_r(l__oj F§3=—I‘(
rr r ri_h r
;
1 .
I, =I5 = 2, =-sindcosd
1 cosé
s =r,== | A At
31 13 r 23 32 Sil’]@

1-h
r

jsin2 6

6 Approximation newtonienne

(7-4.18)

La métriqgue de Schwarzschild est la métrique d'un espace présentant une symétrie
sphérique et répondant aux équations d'Einstein dans le cas d'une masse concentrée a l'origine
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des coordonnées. En partant de cette métrique on retrouve, lorsque I est tres grand et donc la
courbure trés faible, les équations de Newton.

Chapitre d'équation 6 Section 6

6.1 - Dans la métrique de Schwarzschild

ds® = £1+ chzdtz - dr? +r? (d02 + sin® GdgoZ) (7-6.1)

r K

1+—
r

La matrice du tenseur métrique est diagonale. Les composantes de ce tenseur sont
indépendantes du temps. Elle peut étre écrite

ds® = g,,c’dt? + g, dx*dx" (7-6.2)

Les indices a,be (ZL 2,3) x'=r,x*=6, x*= @et la variable x° =ct.
Sans que cela ne change pas la métrique de Schwarzschild, on peut remplacer les
variables(r,é’, q)) par les variables (X,y,z) avec

X =rsinfcose, y =rsinfdsing,z =rcosd. Dans ce cas I = /x* +y? +2° et
X'=x,x*=y,x*=zr=
dx”

ds

Les composantes du vecteur de la vitesse d'une particule dans I'espace a 3 dimensions
a  dx? dx? dx?
sont v = =C =C—— =
dt dt dx

Si les vitesses sont faibles devant la vitesse de la lumiére

Le quadrivecteur vitesse a pour composantes V* =

a

cv

v'?  dx®
—=—7<xl1
c dx
dx* dx? ds dx? dx®) v?
En remarquant que — = 5= = —; etdonc
dx ds dx ds ds \Y;
Va Vra
—=—x1 7-6.3
Vo ( )

En divisant I'équation (7-6.2) par ds” :

1=y (vo)2 +0,, Vv’ (7-6.4)

Le second terme du second membre est négligeable devant le premier terme. On peut

2
également le voir en divisant les 2 membres par (VO)

VARVA
- = + -
0 2 gOO gab Vo VO
Au second ordre pres
0 1
V' =— (7-6.5)
gOO

Géodésiques
Une particule suit une géodésique dont les équations sont
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d,x* . dx”7dx?
ds*  * ds ds

Ou sous une autre forme
dv?
ds

2
Dans le second membre il ya le terme I', (VO) devant lequel tous les autres termes

=-T° vv?

sont négligeables. On peut I'écrire
2 P 1—~a Vb 1—~a Vb VC
—| T (V) +ToV VP +TovAV® | =I5 (V) | 1+ -2 =+ —e —- = | et avec une
r2 v® r2voye
00 00

approximation du premier ordre :

av’
ds
dv® dv®dx’ dv*®

=T (v (7-6.6)

En écrivant s d ds  a® ve, I'équation (7-6.6) devient
S X S X
dv® 1
F = —Fgovo - _FSO —— (7-67)
X gOO

av® 1 1

" 1
o’ 07T o F 75 9° (ng,O ~Goom gom,o)F
00 00

Les dérivées des composantes du tenseur métrique par rapport au temps étant nulles :

dv? am 1 g m 1 Y00.m APV 0
W =g [— %. J le terme E 0N st la dérivée ax—ma/goo = (4/900 ),m et

2 gOO gOO

%gzgm%J@Dm (7-6.8)

En multipliant les 2 membres par g, , I'indice @ du premier membre descend : les

a

dv

dérivées g, sont nulles et g, pcie OV = (gabva)’O — OV’ = (gabva),0 =Vp,- Al
second membre g, g*" («/goo )’m =0 (q/goo ),m = (,\/goo )’b. Soit finalement,
dVb _ 0 gOO
dx’  ox" (76.9)
dv, &y dv, N
Avec v, =V| /c et X’ =Ct, (7-6.9) s'écrit — 2 = gboo - —L2= Cz—gkf’o. Sous
cdt  dx dt OX
une forme condensée
y =c*Grad,/g,, (7-6.10)

Jog :1+5, le terme (K/r) <1, /0, =1+%5 et Grad,/g,, :—%ﬁza, u étant le
r r r

vecteur unitaire dans la direction (masse M attirante)->particule.

y=—=c’=u (7-6.11)
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Dans la mécanique de Newton, I'accélération due a I'attraction universelle pour la méme
particule est

-~ GM -
y=—7u (7-6.12)

Le rapprochement des formules (7-6.11) et (7-6.12) donne

C 2 (7-6.13)

6.2 — Métrique modifiée
En choisissant x =r sinfdcosg, y =r sindsing,z =r cosé#, la métrique (7-6.1)

ds? = £1+ chzdtz - LKer +1?(d6’ +sin’ 0d¢* ) |est transformée. Sachant
r 1+—
r

que r?(d6” +sin’ 0dg’ ) = [dr2 +1?(d6? +sin’ Hd(pz)] —dr?, la partie du second
membre entre crochets dr? +r?(d6” +sin® 0dg® ) = dx’ +dy* + dz*. La métrique
devient

ds® = (1+ 5jczdt2 E LK ~1|dr?® +(dx® +dy?® +dz?) (7-6.14)
' 1+T

ds’® = £1+$jc2dt2 . - 1r dr? +dx* +dy? + dz? (7-6.15)
1+ —
K

Sachant que r? = x* +y?* + 7,
2
1 171 2 4 d(x2+y2+zz)
dr2:(dr)zzr—z(rdr)zzr—zhd(rz)} :E[ g ]
, . (xdx +ydy + zdz)2
2

dr?=2 : (7-6.16)

dr? = r%(xzdx2 + 2xydxdy + 2xzdxdz + y*dy? + 2yzdydz + zzdzz)
En reportant dans (7-6.15)

r

ds® = (1+ chzdtz —g,,dxdx" (7-6.17)

Avec
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a\2
-2 (X—J sia=b
ryr

1+—
O = K (7-6.18)

2 (x*)(x")
||| | sta# b
140 \r r
K
Lorsque I — ccles composantes du tenseur métrique g, — 0,
métrique d'un espace plat.

c'est-a-dire la

7 - llSlngL”arlté" de SChwarZSChildChapitre d'équation (Suivant) Section 8

La singularité qui apparait lorsque r = r, n'est pas une véritable singularité. Elle est due

au (mauvais) choix du systeme de coordonnées. Depuis la publication de Schwarzschild, divers
autres systemes de coordonnées, faisant disparaitre cette singularité, ont été proposés. Nous
en verrons quelques uns.

Le calcul de la constante R, obtenue en faisant la produit contracté des 2 tenseurs

R, €t R : R =R, R™™. Cette constante étantv le produit contracté de 2 tenseurs
,est indépendante du systéme d'axes choisi.

8.1 — Calcul du tenseur de courbure

Le tenseur de la métrique de Schwarzschild est diagonal. Nous avons vu que dans le cas
de la métrique de Schwarzschild seules les composantes de la formes R, ., étaient différentes
de zéro. llyena6 : Ry, Ryos Roazor Rizorr Rizsy €t Ryas,. De chacune de ces 6
composantes 3 autres sont déduites. Elles lui sont égales ou
opposées: R, . =-R_,.=-R R

La composante R*™ est calculée par R* = g*¥g™”g*g"R,, . Comme le

abab — ' ‘baab

tenseur g, est diagonal, il en est de méme du tenseur gab et g% = — et
aa
Comme R, ,estdelaforme R, ., il reste
abba — R;bba - (8.1)
(9aa) (9es)
Pour le calcul des composantes R, ., on utilisera la formule adaptée aux tenseurs
métriques diagonaux :
2 2
Ruin = Ohn |:Gh,ii + (Gh,i ) -GG, J + Qi |:Gi,hh + (Gi,h) _Gh,hGi,h:|
G, G, (8.1)
BB
+OmGii X
panh Gpp
ou G, =In,flo,|.
Pour la métrique de Schwarzschild : X° =ct, X' =r, x> =6, x* = ¢
r, r—r 1 r 2 9 - 2
goozl__oz 01911:_ == v 0y =—T", Qg =—T"SIN"0 (7-8.3)
r r 00 r—r,
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Et :

G, :%[In(\r —ro\)—lnr], G, =%[Inr —In(\r —r\o)], G, =Inr, G, =Inr +In(sin8)|7-8.4)

Les dérivées non nulles sont :

1 1 r 1 1 cosd
GO,l = % B % ° ’ Gl,l = _GO,l’ Gz,l = G3,1 =— et Gs,z - (7-8.5)
r—r, r r(r—r) r r sing
8.1.1 Calcul de Ro110
S 2 Gy Cp
D'apres (8.1) Ry;50 = o |:Go,11 + (GO,l) - GO,lGl,l:| T 09091 Z
=01 g/}ﬁ
En effet tous les termes contenus dans le deuxieme crochet de (8.1) contiennet des
_ G, /»’Glﬂ
dérivées par rapport X, = Ct et sont donc nulles. Le terme g,,0,, Z ——== est nul, la seule

p=01 Y

dérivée non nulle de G, étant G,,, mais S #1.

01’

2 2

r-ryl,0f 1 1 I r

R = 0|17 _= _Z 4|41 0 4|2 0
¢ 28(r—r0 r] [Zr(r—ro)J [Zr(r—ro)J

Tous calculs effectués

Roio = -3 (7-8.6)

-

8.1.2 Calcul de Rg9
Dans la formule (8.1) ou h =0 et | = 2, toutes les dérivées Go,z = 0. De plus toutes les

dérivées par rapport a x° = ct sont également nulles; Il reste

G, G
R0220 =00092 Z L
p=02  Ypp

Seule la valeur =1 peut étre retenue
r—r

2
0 21
r jr “r(r-r,)
"

P (7-8.7)

0009
Rozzo = S Go,le,l :(

11

8.1.3 Calcul de Ro330

Toutes les dérivées par rapport a x’=ct et x® = @ sont nulles.

G, G
_ 0473,
R0330 = 000933 z
$#0,3 gﬁ/}
Seule la valeur 2 =1donne des dérivées non nulles
r ry 1

0009
Rosso = SO2E Go,le,l :(

2
—r :
Oj r’sinfgi—2—=
gll r

r(r—ry)r

10
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r.(r—r.) .
Ry = & o 2 0)S|n26? (7-8.8)
8.1.4 Calcul de Ry
G, .G
Rz = 91 |:G122 +(G ) _Gl,sz,2]+gzz |:Gz,11+(G2 ) 611621:|+91ng2 Z 15 -
p=ih BB

Tous les termes du premier crochet contenant des dérivées G,,sont nuls. La seule
dérivée non nulle de G, étant G,,, ce termeest donc nul.

o1 (1Y roo1
R =(— S i 0 -
1221 ( ' )l:arr+(r) +2r(r—ro)r}

R =—3% : (7-8.9)

8.1.5 Calcul de Rja3;

Toutes les dérivées par rapport a x* = @ sont nulles. Tous les termes du premier
crochet de (8.1) sont nuls.

Gl GZ
1331 933 |:6311 + (G ) GllG3l:| + gllgSB Z —L 27
L#L3 g/}/}
Lo P Lo ~ ol GlﬁGZﬁ
La seule dérivée non nulle étant la dérivée par rapporta X, le terme Z ————est
P#13 gﬁﬂ
2
. o(1 1 § 1
nul. Ry = (—1sin® )| —| = |+| = | +1——2—==
or\r r r(r—r)r
r .
Ry = —%ﬁsmz 0 (7-8.10)
0

8.1.6 Calcul de Ry33»

Les dérivées par rapport a x° = @ étant nulles

2
Ry =03 [ 3,22 (Gs,z) - Gz,zGa,zJ + 05,03 Z
p=23  Ypp

G, G

G,, =0 et seule la valeur de =1 peut étre retenue.

e = (17 sin 9){6_@@:5}CS?nSjg}(_rz)(_rzsmz RSN

R,., = IT,SIiN° 0 (7-8.11)

8.1. Calcul de R#"?

Ra a
—4——abha R

gaagbb)

Le tenseur contracté R, = Ra2R

abba abba

11
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2
R
R, =4> P, avec P, = [ﬂj (7-8.12)
a,b gaagbb
Des calculs simples montrent :
I’ 1r’ I’
Poy = 6 P, =Pe=P,=P; = ek Py = ' (7-8.13)
Ce qui donne
r 2
__ pabcd . 0
Rl =R Rabcd =12 r6 (7-8.14)

La seule discontinuité de ce tenseur n'apparait que lorsque r =0
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Distances et intervalles de temps

1 - Intervalle de temps

En relativité générale, il y a 3 coordonnées spatiales X', x%, x® et une coordonnée liée au

temps X°. L'élément différentiel de la métrique est ds’ = gijdxidxj . Il'y a localement un temps
réel 7

En un méme point de l'espace, c'est a dire que dx" = dx* =dx’, deux événements
infiniment rapprochés qui y sont survenus sont reliés par

ds? = g, (dxo)2 =c?dz?
d'ou

1
dr= V9% dx’ (7-5.1)

Le temps qui s'écoule entre 2 événements quelconques E, et E, en ce point de I'espace
sont séparés par un temps

1 (e
T:EIEl g0 AX° (7-5.2)

Cette relation détermine les vrais intervalles de temps en un point de lI'espace. Ce temps
est également appelé temps propre du point considéré.

On peut remarquer que la relation (7-5.2) impose
oo >0 (7-5.3)

2 — Intervalle de distance spatiale

En relativité restreinte, dans un méme référentiel toutes es horloges peuvent étre
synchronisées. On peut définir dl comme l'intervalle entre 2 événements infiniment voisins se

produisant au méme instant. Il suffit de faire dx’ =0.

En relativité générale le temps propre est lié a la
coordonnées X’de facon différente.

B2
2 -1 Elément di
Eléments :
Un point A de I'espace de coordonnées X“
Un point B infiniment voisin de coordonnées X* +dx*,
B: avec ¢=12,3

Un signal lumineux émis de B en X° + dx’®, événement B,

arrive en A en X°, événement A,, dx’® <0
il est renvoyé aussitét de A vers B

0 0(2 0(2
Il arrive en B en X +dX ( ), dx*? >0 événement B,

A B

Figure 1
Au point B le temps que met le signal lumineux entre son départ et son retour est égal a

2 fois la distance spatiale entre A et B divisée par la vitesse c de la lumiere.
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La distance entre les événements Ag et B; et entre les évenements Ap et B, est :
ds? = gijdx'dxJ . En séparant les coordonnées spatiales et temporelles :

ds® = gy, (dxo)2 + 200X dx” + g, ,dx“dx” (7-5.4)

Les lettres grecques sont utilisées pour les valeurs 1,2 et 3.
Le trajet étant le trajet d'un rayon de lumiére ds=0. En résolvant ds*=0 par rapport a
dx®:

1 a a 2 a
dxozg—(—gwdx J_r\/(g()adx ) — Ugo0,,0X dxﬂj

00
Si on remarque que g,,dx” = g,,dx” et donc g,,dx” — g,,dx” =0. En élevant au
carré cette derniére expression :

(9o, 0x” )2 +(goﬁdxﬁ)2 — 20, 0o 50X “dx” = 2[(90adx“ )2 - gOagOﬂdx“dxﬁ} =0. soit donc
(gOadX"‘ )2 = gOagoﬁdX“dXﬂ. ce qui permet d'écrire

1 o
dx® =— g ( Jp, dX* + \/(QOagOﬁ - googaﬂ)dx dx” )
00

et

dXO(l) = i(_gmdxa - \/(900,90/; - googaﬁ)dxadxﬁ )

00
(7-5.5)

1 o a
dx*? :—(—gwdx + (90,905 — GunG,p ) X dxﬂ)

00

Au point B la "distance" entre les évenements B; et B,

dx° = dXO(Z) - dXO(l) = gi\/(gotzgo;; - googaﬁ)dxadxﬁ
00

est relié au temps propre du point B. D'aprés la relation (7-5.1) il faut multiplier dx’ par
Yoo .
C

dx“dx”

C\/_\/ 900905 — gOOgaﬁ)

La distance dl = —dr— \/_\/ JoaY0s — googaﬂ)dx"‘dxﬂ ou sous une autre forme

di* —(—gaﬂ +M}dx“dxﬂ
Yoo

Oou encore

dl* =y, ,dx*dx” (7-5.6)
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avec

gOa gOﬁ
Yoo

yaﬂ = _gaﬁ + (7'57)

2 — 2 Cas général
Il n'est pas en, général, possible de calculer une distance entre de points M; et M, en

L M, dx* dx” . .
calculant l'intégrale IM ;/aﬁd—d—du , le long d'une courbe X (u)allant de M;a Mz. En
1 u au

effet les quantités g; dépendent de la variable x’et la métrique spatiale varie au cours du
temps. La distance ainsi calculée dépendrait du chemin choisi.

2 — 3 Cas ou une distance peut étre calculée

. . 0 s M, dx” dx” '
Siles g; sont indépendant de X" et l'intégrale IMl yaﬂaadu le long d'une courbe

spatiale a une signification bien définie.
C'est le cas pour la métrique de Schwarzschild.

3 — Tenseur de la métrique spatiale

On peut montrer que le tenseur -y, a, =123 est linverse du tenseur

tridimensionnel contravariant g .

L' égalité g*g, =J , enisolant lndice 0 peut s'écrire :
ki |

9“9, =9"°90, + 970, =07
0”010 =900 + 970y =6, =0 (7-5.8)
9”9 =9% 00 + 979 = =1

o5 9p0

En tirant g"‘0 de la seconde équation g‘”0 =—g et en reportant dans la premiere :

00

o ap 9p09 o 9509 “
gﬁgﬁy_g IBM:—Q ﬁ(_gﬁ}/-i_%j:é‘y (9702907)

g 00 00

D'aprés I'équation (7-5.7) (—gﬁy + Mj = ¥4, soit donc [—g“ﬂyﬁy = 57“}ce qui

00
montre que le tenseur —y,, est l'inverse du tenseur tridimensionnel g et par suite

y? =—g” (7-5.9)

En écrivant le déterminant [[g”]] sous la forme

00 01 02 03

91919 ]9
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| |
glo
g% gaﬂ — 7/aﬂ
g30
cofacteur de g% [[gaﬂ]] _ _[[7aﬂ]]

Le terme g,,est obtenu par g,, = Déterminant de g’ soit gy, = [[gij]] [[g”]]

(La notation A signifie "valeur du déterminant A). Sachant que

1
ﬂgij]]:—l -1 et que [[yﬂy]]=—l -1 il reste gy, =—%:—g
lo;] ¢ 17.0] 7 1
g
—0 =0y (7-5.10)
3 —Vecteur g
Le vecteur g est défini par ses composantes covariantes :
0, = o (7-5.11)
9o

Dans I'espace métrique défini par (7-5.6) : dI* = ;/aﬁdx“dxﬁ , les composantes

contravariantes de g sont g“ = y“ﬁgﬁ =y (—gﬂj. D'aprés la deuxieme équation de (7-5.8)
00

a0 ap
Ipo _Gos __ gaﬂ et donc g“ =(— yaﬂj(—gao), comme d'aprés (7-5.9) y* =—g“ et que
0 Y00 g )
gaO — 9011
9 =y"9,=-9" (7-5.12)

1
de la troisieme équation de (7-5.8) gOO =——++ —% goﬂ, d'apres (7-5.11) et
Yoo 900

(7-5.12) en remplacant l'indice muet £ par « :

00 _L_ a
g = 9.9 (7-5.13)
Yoo

4 — Notion de simultanéité
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Dans un espace euclidien, un signal émis d'un point B a l'instant t; atteint un point A a
linstant t,. Réfléchi en A ce signal revienten B a t, . Au point B il est possible de dire que
t+t,

2
En reprenant les signaux lumineux de la figure 1, dans un espace infiniment petit, en B il

t, =

est possible de dire que l'instant x°, mesuré en A, correspondant a l'instant ou le signal a
atteint le point A. Cet instant correspond en B a l'instant ou

XA =x° + AX° = %[(x + dxo(l)) (xo +dx°® )] X°+= 5 (dxo(l) + dxo(z))

AX? = —% dx* = g, dx” (7-5.14)
00

5 - Synchronisation

La formule (7-5.14) permet de synchroniser les horloges le long d'une ligne ouverte :
oM)  LO(A) M @
XM _ 0 IA g, dx (7-5.15)

Il est en général impossible de synchroniser les horloges le long d'un contour fermé :

g,dx” = 0. A fortiori il est impossible de synchroniser les horloges dans tout I'espace.
De M aM
Pour synchroniser les horloges dans tout I'espace il faut que g,, =0.

Remarque
L'impossibilité de synchroniser tout I'espace n'est pas du a l'espace lui méme mais au
choix du systeme de coordonnées choisi. L. LANDAU montre au chapitre 97 qu'il est possible

de trouver un nombre infini de systémes de coordonnées tels que g,, =1, g,, =0. Dans un tel

systeme de coordonnées ce n'est pas seulement les quui peuvent étre synchronisés, mais
c'est le temps t qui est le méme en tout point de I'espace, il faudrait peut-étre dire les At. Cela
mériterait d'étre approfondi.

6 — Exemple d'application : métrique de SCHWARZSCHILD

2GM
La métrique de Schwarzschild est, en notant le rayon de Schwarzschild j = ——:
C
1
Joo =C =" 02 =" %) gy =—r"sin’0
r

Jo, =0, 9,,=0si a=p

ga = __gOa = 0
Dans ce cas Yoo

: o LW OM) oAy _ (M a o
L'application de la formule (7-5.15) donne : X - X" = JA g,dx“ =0. Ce qui signifie

que la valeur de x° est la méme dans tout I'espace. Cela ne signifie évidemment pas que le
temps est le méme en tous les points. Cependant, il est possible de dire que si, par exemple,

pour x° =0 on dit que t =0 dans tout I'espace, alors pour un x° donné, une personne située
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1(A) 3(A) _

en A, de coordonnées spatiales X = @,, le temps qui se sera écoulé

est d'aprés (7-5.2)

T :jx 1-JTogyo=| J1—To |yo
L Fa Fa

Cette personne pourra dire qu'au point M de coordonnées

=r,,x’" =9, etx

r

XM =r XM =9, etx*™ =g, letempsest z,, :[ 1——0]X0 ou encore
r
M

On peut remarquer que si I, est tres grand et r,, proche de r,le temps 7,, sera petit
devant le temps 7,.jusqu'a tendre vers 0 si I, — I, Inversement pour un observateur placé en
M, le temps 7 ,sera trés grand par rapport a son temps propre 7,, .

7 - Autre application : cylindre en rotation

7.1 Tenseur fondamental
Dans le référentiel fixe de coordonnées r',¢’,z',t’

3 I'élément de longueur
\M(r',tp‘l') dSrZ — CzdtrZ _ drrZ _ r’2d¢’2 . dzrz

Dans les axes du référentiel tournant
t=tr=r'z=2p=¢'—at’' ou ¢ =p+Q
Et I'élément de longueur dans ce référentiel :

o / ds’ = c’dt’* —dr? —r?(d¢’ + edt®) - dz®
Soit
’ @°r? 2 1.2 r’w 2 241 2 2
ds“=|1- - codt —ZTcdtd(p—dr —r‘de°—dz (7-7.1)

Enposant X’ =ct,x' =r,x* =¢,x’* =z

w°r? r’w

Joo =1- c?’ Yoo = _T’ 0,=-10,= -r?, Oy =—1 (7-7.2)

Ce qui donne pour le tenseur de la métrique spatiale

Vo = =0,y + 2% (5 B) e (1,2,3):
gOO

Le seul produit g,,9,, # Oest le produit g;,0, -
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r4
Y1 ="O 712 =0, 713 =07, = re +W! V23 =0, V33 =1 (7-7.3)
1- 2
C
L'élément de longueur :
2
ds®=dr?+ cfr2d¢2+dzz (7-7.4)
1- I~
1 1
Et le temps propre dz = =,/g,, = =+c’ —@°r? :
C C
2,2
T
dr=,/1- - dt (7-7.5)

On retrouve la contraction du temps de la relativité restreinte.
Si un point M a pour coordonnées r =R, ¢ =0, z =0, la longueur du segment de

R
droite joignant l'origine (r =0,0=02z= O)est IO dr =R, la longueur de la circonférence du

cercle centré a l'origine, situé dans le plan z = Oet passant par M est
27R

R g 2R,
0 1_0)2I’2 1_0)2I‘2
\ c? c?
27

=22z (7-7.6)
C

On retrouve sur une circonférence de rayon R la contraction des longueurs de la
relativité restreinte.

Pl

7.2 Vitesses apparentes de la lumiere

7.2.1 Vitesse tangentielle de la lumiére

. . , . 2 . C s
La trajectoire d’un rayon lumineux est telle que ds“ = 0. Si on ne considére que des
rayons lumineux se propageant sur un cercle de rayon R donné dans le plan z=0:

dr =dz=0

2p 2 2
(1—“"3 jczdtz—Zr—a)cdtd(p—degoz =0 (7-7.7)
C C
V(R
La vitesse de la lumiére ( ) = R(;:p I'équation (7-7.7) s’écrit :
C C

2 2
(@j +2@£@j_ 1{@} 0
cdt c \ cdt C

En posant Sina = # = —, I'équation précédente devient
C
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2
K\@} +23ina\@—cosza =0 (7-7.8)

2
soit [@+sina} =sin®a + cos* a :1—>\@ =+1-sina

Le signe + correspond a la lumiére se propageant dans le sens de rotation. En valeurs

R R
absolues les 2 vitesses de la lumiere sont V, =C (1— w—j etV =c (1+ a)_j En appelant
C C
V, = wR «la vitesse d’entrainement »
V, =C-V,
V_=c+V, (7-7.9)

La vitesse V. est supérieure a le vitesse de la lumiére dans le vide dans un référentiel

« fixe ».
La composition des vitesses est identique a celle qui serait obtenue dans la relativité
galiléenne !

La différence de temps de parcours des 2 rayons lumineux est At = 27R [Vi _Vij
20R
27Z'R o
At = c RV (7-7.10)
1—| =/
C

Une expérience a été réalisée par SAGNAC en 1913. Il a constaté a 'aide d’un dispositif
interférométrigue que le déphasage entre les 2 faisceaux correspondait a la formule (7-7.10) .

7.2.2 Vitesse radiale de la lumiéere
Danscecas dp=0etdz=0 et

2.2
ds? :£1— il }czdt2 —dr?=0

2

. s dr
La vitesse de la lumiere est alors V, = —

(7-7.11)

La vitesse radiale de la lumiere varie de C a 0 lorsque le rayon croitde 0 a —
w

7.2. Explication du paradoxe

Voir au chapitre 8 une explication de ce paradoxe d'une vitesse de la lumiére qui serait
variable.
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7.3 Coefficients de Christoffel dans I'espace a 4 dimensions

De premiére espéece
Le tenseur fondamental et son inverse sous forme de matrices :

2,2 2 N
-2 o0 12 o 1 0 -2 o
C C C
0 -1 0 0 ) 0 -1 0 0
l0.] . el ]=|
- 0 —r? 0 -—— 0 — 0
C C C r
0 0 0 —1] i 0 0 0 —1]
FWP = %(g#m -0, T gpﬂ,v), les seules dérivées non nulles sont Go01r o1 et Oy1-

Les symboles de Christoffel de premiére espece non nuls ne peuvent se trouver que parmi :

1—‘001 = r‘010’ F100,
1—‘021 = 1—‘012’1—‘102 = Flzo’ FZO:L =T

210

F122’r212 = F221
Les calculs donnent :
2 2
'l ar
1ﬁ001 = r‘010 =T 2 r100 2
or wr wr
Do =Top=——7Tip=lp="Txy =) =—— (7-7.12)
C C C
1ﬂ122 =T, r212 = r221 =T

De seconde espéce
Mo M
1_‘vp - g 1_‘otvp

1 2 2 1 11 2 2 1
Les seuls symboles non nuls sont I', I';, =1, ', =1, I, =17, 15,.Par

2
T
exemple 1ﬂ%)o = galraoo = gllrloo =T = _? :
0
1_‘ab = O
2
1 @ r 1 1 C()r 1
Lo :_?’ Iy =Ty =- c I, =1
1 (7-7.13)
(0]
2 =r%=—7T%=T%==
01 o~ o 27
3
l_‘ab = O

On peut vérifier que la courbure R =0

7.4 Espace a 3 dimensions
En partant de (7-7.3) :
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1 0 0]
1 0 0 F20°
r? " 1-—
(% ]=]0 —= olet[/"|=|0 —LF— 0 (7-7.14)
1— o r
c? 0 0 1
0 0 1 i )
Symboles de Christoffel
La seule dérivée non nulle est _9 r’ = 20
u u 7&;“ar 2ot | (2,2 2
1-— 1- @
C 02
Les seules symboles de premiére espéce non nuls ne peuvent étre que
Uiy o T =15
r r
Dipg ==37m1=— > 2\2 Upro =T =3V = > N2 (7-7.15)
1 o 1 o
-2 -2
Et les symboles de seconde espece :
1 r r

Tp=-——g Th=Th=——03 (7-7.16)
Nw o

7.5 Geéodésiques dans l'espace a 4 dimensions

i ' j Kk
PIutot que d'utiliser d2X2 +r'jdedL
dA dAi dA

I'intégrale d'action du lagrangien

2,2 2
L = %giji(‘)'( :%Hl— @ 2 jczt2 —2r—wctgb—r'2 — ¢ —2'2}

=0, on utilisera la recherche de I'extremum de

C C
On peut remarqguer que le lagrangien ne dépend pas explicitement des variables

oL
t,p et z, par conséquent pour ces 3 variables — =0.

OX
L'écriture du lagrangien sera simplifiée en posant 7 =Ct :
1 ... 1 o’r? r’w : .
L=2g,x'x==||1- R R N & & 7-7.17
Variable z
d oL

4102 =-72=0 = z =al, aétant une constante. Pour simplifier on prendra a =0,
z

c'est-a-dire que seules les géodésiques et rayons lumineux situés dans le plan Z = Oseront
étudiés.

Variable @
22
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diop dA C
o . .
Twz'+r2¢:A (7-7.18)
Variable 7
d oL d or?). or? .
——=—|1-—5 |7 —-——¢|=0
dior dA C C
). wr® .
(l—a) 5 r—a) p=B (7-7.19)
C C
Les équations (7-7.18) et (7-7.19) peuvent s'écrire sous forme matricielle :
hd ; : e
ﬂ : r?
A
o) e llg] B
c’ ) ¢
La solution en est, sous forme matricielle :
[ or? |
N E r2
T A 1) G b
| =[M] avec [M]=—= 202 2
—— | ——
c- ) ¢C

Variable r
Nous ne ferons les calculs que pour la trajectoire des rayons lumineux. Dans ce cas

gij)'(i)'(j =0, le laplacien donné par (7-7.17) est nul. On en extrait I :

2,2 2
. ar . No .. . .
= [1— > ]rz —2——7¢ —r?@" ou sous forme matricielle
C C

.t .
r? = |:Ti| [N]{T:| avec [N] = 4444444444444444444
Q@ ®» wr? 2
T
, en remplacant { .}par leur expression :
%

<o e 5|

La matrice [N ]étant symétrique la matrice [M]t [N][M]est également symétrique. Tous

calculs faits :
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i (1 a)zer wr? |
t 1 c® ) ¢
M NJM]=5) CC e
ar P
—_— r
L C | ]
2,2 2
(2= i{—[l— @! JAZ 22 pB+ rZBZ} (7-7.20)
r C C
Trajectoire
Avec
1 @°r? wr?
e A_P g _
¢ r2 {[ c2 j c :| (7-7.21)

Les équations (7-7.20) et (7-7.21) permettent d'établir une relation entre les variables

d'espace I ety:
2,2 2
(1_a)r jA_a)r 5

2

¢ _dp 1 c c ]
R — — (7-7.22)
—|1-—— |A*+2—AB +r°B?
C C
B | o,
En posant K = Kl'equatlon aintégrer est
2,2 2
1.9 2 _ar K
dop 1 C C
o (7-7.23)

2,2 2
\/—(1—“’2 J+2“)Ir K +r°K?
C C

Comme sous le signe x/_ la variable d'intégration I n'intervient qu'au carré, cette
intégrale peut s'intégrer avec des fonctions élémentaires.

Sans que cela ne réduise la généralité de la solution, on pourra prendre comme codition
initiale r =1, @, =0 etr =0. L'équation Erreur ! Source du renvoi introuvable. permet de

déterminer la constante K :

2 2,2 2
r2K? + 220 K-(l—“”o ]:O:rOZ(K+Q] -1

2

C C C
. w 1 1 r
SoitK+—=— et K=—|1-—-L1.
cC 1, ' C
On vérifie bien que le point depart doit étre sur un rayon r,tel que @r, <cC.
Solution

En reportant la valeur de K dans le terme sous la racine carrée :

2.2 2 2
D:-[l—”” j+2ﬂK+r2K2:r2(K+9j 1

c? c c
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2
.
Ou encore D = (—j -1
IFO

De méme le numérateur de (7-7.23) :

2,2 2 2,2 2
N:(l—wz j_a)r K:(l_a)g j_a)r i(l_a)_ro)
C C C c c
1 2
N = 1——ﬂ—1——[L] ce qui donne pour le calcul de ¢ :
r

f, C c
2
(1],
= L) ar (7-7.24)

. . o 1
Le rayon maximum r,, du disque est tel que wf,, =C = — =—. En posant

C M

r
maintenant p = —, I'équation (7-7.24) devient
M
2
Yo,
1-p, (,0] q
do = o/ UP (7-7.25)

2
Yo,
[pj 1
Lo
Le second membre ne comporte plus que des variables sans dimension. Cette équation
s'intégre trés facilement en posant p = p,ch@ :

_1—p0ch26?sh0d0 do
she ché cho

- p,chédé

1
Q= EArctg(eg) — p,sho (7-7.26)

Cas particulier ro =0
L'équation (7-7.25) devient lorsque p, — 0d@ = —d p. La courbe est une spirale
d'Archimede.

Traceés des rayons lumineux coupant I'axe "horizontal' a angle droit.
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"CoOne" de lumiére sur le rayon extérieur
Le rayon extérieur correspond a o =1. Pour cette valeur de p

\’ «fl 1-
'00 i) . C'est la valeur de la tangent de lI'angle o que fait le

1_7 1+p0

Po
rayon lumineux avec le rayon vecteur. En fait ceci est valable pour une extrémité du rayon
lumineux, & l'autre extrémité I'angle est changé de signe .Si on pose p, = c0s 3

B

=1tg—,comme 0< < % pour l'angle « :

(7-7.27)

|
NN
IA
N
IA
+
NN

8 — Effet Sagnac.....u s
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8.1 - Probleme

Le disque est en rotation avec une vitesse angulaire @. D'un point O' situé pres de la
circonférence sont émis simultanément 2 rayons lumineux
en sens opposes. Ces 2 rayons sont astreints, par une
série de miroirs par exemple, a suivre 2 trajectoires se
rapprochant d'une trajectoire circulaire.

Lorsqu'un rayon a réalisé un "tour complet" il repasse en
O

Que se passe-t-il pour un observateur situé en O' sur le
disque tournant ?

Dans le repere tournant cet observateur est immobile. Les
2 rayons lumineux doivent parcourir la méme distance. lls
devraient donc revenir au point O' au méme instant.

En fait ce n'est pas le cas.

8.2 — Une explication

Pour un observateur situé dans le repere fixe, la vitesse de la lumiere est constante.
Lorsque les rayons lumineux décrivent leurs circonférences le disque continue de tourner. Le
point O' se déplace.

La vitesse angulaire de la lumiere est @), = E si R est le rayon du disque mesuré dans

le repere fixe. Ce premier rayon met un temps t;, pour revenir au point O" :

27
(o, +o)t, =27 > t, = (7-8.1)
W, +
L'autre rayon lumineux revient au point O' au bout du temps t, :
21
(a)C —a))t2 =2r > t,= (7-8.2)
), — O
) 1 1
Ily aun décalage ot =t, —t, =2r - :
W, -0 O,+w0
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drw
ot = — (7-8.3)
W, —®
Sachant que o, = c/R cet écart peut également s'écrire :
drw
ot =——— (7-8.4)
C 2
R2

Pour l'observateur situé en O', le temps s'écoule moins vite puisque par rapport a un
observateur fixe il se déplace a chaque instant a une vitesse V = wR .
Le premier rayon lumineux atteint le point O' au temps t, soit au temps t; pour

I'observateur situé en O'. Le point O' est en face du point M, dans I'espace de I'observateur
fixe.Pour le deuxieme rayon lumineux ce sont les valeurs t,,t; et M,.

Si on suppose que la distance M;M, est suffisamment petite pour étre assimilée & un
segment de droite, les équations de Lorentz de la relativité s‘appliquent.

En appelant B =Vv/c et T =\1- 3 :

Lt (L t)-

%)

Cc

(X, — %)= ‘Mle‘ = wR(t, —t,). Cest-a-dire 5t'=t;, —t; =T'(t, —tJ[l—%a)R]

2p 2 2 2
R R
En remplacant V par @R ot' = otI’ (1— @ > ] = §tF—2(% - a)z} .et finalement
Cc Cc

4R ?
c2 (7-8.5)

ot'=T

28



Métrique de SCHARZSCHILD - Temps et dimensions

Résumeé

Métrique de Schwarzschild
Dans un espace ou toute la matiére M est concentrée en un point pris comme origine
des coordonnées la métrique est

ds? = cz(l—rr—OJdt2 = 1r dr?—r?(d6’ +sin’ 6do’)
1_To
r

ou I, est le "rayon de Schwarzschild" r, = —— . Pour la masse soleil r, = 3 km et pour la

C2
masse de la terre 1y, = 9,5 mm.
En mécanique de Newton, r, serait le rayon pour lequel la vitesse de libération serait

égale a la vitesse de la lumiére, c'est-a-dire que la lumiere ne pourrait pas s'échapper. Le troue
noir serait invisible.

Intervalle de temps

En un point de l'espace l'intervalle de temps dz mesuré sur une horloge locale (temps

1 (S
propre) est dz = =,/g,,dx°. Entre 2 événements E, etE, : 7, = —IEZ 0o dX°.
C C g
Dans la métriqgue de Schwarzschild, ou les g; sont indépendant de x?, si pour x°=0le

temps local est nul, en 2 points situés en r, et ryles temps respectifs locaux 7, et 7, sont

dans le rapport |— = . Si r, esttres grand et r; proche de r,. Pour un observateur

au point A les événements se passant au point B semblent durer tres longtemps.
Intervalle de distance spatiale

On peut définir localement une métrique spatiale a 3 dimensionsd|? = 7/aﬂdx"‘dxﬁ

904905

00
Si les g; sont indépendant de x?, il est possible de calculer la distance entre 2 points A

YVap = "9op T (0{,,8,}/:1,2,3)

et B le long d'une courbe : L,z = gSnﬂdX“dXﬁ
AB

2 c

2,2 2
Dans un disque en rotation ds® = (1— Al jczdt2 - 2r—a)cdtd(0—dr2 —r’de® —dz?,
C

dr® _ .
dI* =dr? + ————d¢® +dz?. Le rapport entre le périmétre d'un cercle centré a l'origine et

1_a)zr%2

son rayon est

L__2om
R 1 — o
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GPS

1 - Position des satellites

Le GPS, c'est-a-dire Global Positioning System, utilise 24 satellites répartis sur 6 orbites
circulaires inclinées chacune de 55° sur le plan équatorial. La durée de leur révolution est de 12
heures. Source : http://www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html

Peter H. Dana 9/22/98

GPS Nominal Constellation
24 Satellites in 6 Orbital Planes
4 Satellites in each Plane
20,200 km Altitudes, 55 Degree Inclination

Leur distance au centre de la Terre est de Rs = 26561 km.

2 — Utilisation

Pour se situer sur la Terre, il faut 3 données, par exemple la latitude, la longitude et
I'altitude.

L'observateur a l'instant t et au point repéré par I recoit des satellites les informations
sur la position du satellite r , l'instant t, auquel l'information a été envoyée. Il faut résoudre les
éguations

|r=ri] =c(t-t)
Il'y a en fait 4 in