Périhélie de Mercure — Déviation de la lumiéere

1 — Mouvement des planetes, périhélie de Mercure

1.1 Mises en équations

L'équation du mouvement d'une particule est I'équation d'Euler-Lagrange

1 s
L. = —ngx”xv (8.1.1)

) d
ol X* =—x*
ds

Les équations différentielles correspondantes a ce Laplacien sont :

d 0 0
E(&(TLLEJ—@(—“LLE =0 (8.1.2)

Si on multiplie le Lagrangien L, . par une constante les équations ne changent pas. On

prendra donc comme Laplacien g, X“X". soit :

L:cz(l—r—ojt'z— ! r'2—r2(6?2+sin2¢9¢2) (8.1.3)
r 1-To
r
Variable t
a—L:OSE(ﬁ—L.j:O:a—IT:C‘e
ot ds\ ot ot

L est indépendant de t donc <

8—'7 = 202(1—r—°jf
| ot

t= m (8.1.4)
r

Variable ¢
L est indépendant de ¢ >



a—l‘_ =-2r’sin’@p =C*
o9
1= o (8.1.5)
¥ sin’g -
Variable 8
Ay sin@cos 8¢, AL _ % et
00
i(r26'?) =r?sin@cos Ggp’ (8.1.6)
ds

Variable r

Si on se reporte ads® = Cz(l—r—OJd'[2 —irdr2 — rz(dé?2 +sin’ Hdgpz), on voit
r
1-1o
;
2
ue L=—=1.
; d

SZ

De plus, par un choix convenable de I'origine des coordonnées @ et @, la trajectoire

sera situé dans le "plan" @ = % — cosfd =0 et #=0. L'équation (8.1.5) devient r’p=B

. B
0="3 (8.1.7)

C'est I'équivalent de loi des aires de Kepler.

En reportant (8.1.4) et (8.1.7) dansL: L =1=c? (1— -

T

2
soit: 1- Yo —c2pz _y2 _B (1—r—0}

r r r
dr
dr gg T : . B
sir'=— —ds _ —our =r'gp=r"— I'expression ci-dessus devient
dp do ¢ r
ds
r B> B’ r
1-C=c?A—r*—-—|1-2 8.1.8
r r* r? r (8.1.8)
. — 1 1 ,ou
Le calcul de l'orbite se simplifie en posant U=—, I = — = I = ——. L'équation (8.1.8)
r u u

devient



1-ru =c?A’ - B —BU?(1-ru)

En dérivant (8.1.9) par rapporta ¢:

—r,u’ = —2B°U"u’ — 2B’uu’ + 3B*u’U’, soit ne mettant U’ en facteur

u’[ZBZ(u”+u)—r0 (1+ SBzuz)] =0

La premiére solution U’ =0, soit U = =
P r

l'origine.
La deuxieme solution

1.2 Interprétation

(8.1.9)

(8.1.10)

=C", la géodésique est un cercle, centré a

(8.1.11)

Dans la mécanique de Newton, la vitesse de la planéte, en prenant le centre du soleil

comme origine des coordonnées, est
2 2 2
V 2 dr +r 2 d_(D — d_r + r2 d_(l)
dt dt do dt
L MG _
Le champ de gravitation est f(r) = ———. Le lagrangien est
r

L, = m{(d_rjz +r2(2—sz}mf(r): m[%(r’z +r2gb2)—f(r)]

N

N~

dt

Les équations du mouvement sont
d 8L 8L
dtlor ) or
d (aL j e _, ji(rng):o

dt 8(p dt
d,r (de
2| =2 | —f(r
dt> (dtj ©

2)
dt

La deuxieme équation est la loi des aires.

d. .5
m|—r —reo”-+f'(r)|=
= [dt 7 ()}

Enposantu—1 do =Cu?
rodt

(8.1.12)



La premiére équation de (8.1.12) devient jir —f (r) se transforme en :
d_r:i(lj:_izd_u:_izd_ud_(p:_izd_ucljz _Cd_u:_Cu, et
dt dt u dt u“de dt u-de do
d%;i(d_r):d _Cdu d¢: du — C d C22n
dt® dt\dt) de de ) dt do? dgp

En remplacant dans la premiére équation de (8.1.12) —C°u°u” = —Czu4 —f'(r).
C?u?(u"+u)=f'(r)

" l 2¢71
(u"+u) :Fr f'(r) (8.1.13)

Sif(r)= —A/L—G alors érzf’(r) = I\C/I:?

" MG
u +u= o2 (8.1.14)
MG | :
La valeur Fest a comparer au premier terme du second membre de (8.1.11)
r, MG
2B® c*B?
Comparaison entre B et C
d
Dans (8.1.7) B =r? —¢, avec
ds
1 1

o o-gJee-{ot) ar-cue] -l t)--8) 302305
ARG

Lorsque les vitesses sont lentes, c'est a dire —- = << 1 alors
C

C
ds ~cdt et B :rzd—q)z rz(ld—(P):EC ou
ds c dt C
C=cB (8.1.15)
MG MG
B2 C°



Le terme du second membre de (8.1.11) donne l'approximation newtonienne de la
gravitation.

Cela justifie également le choix fait pour la valeur de K = — dans l'expression

C2

2MG

e—2/1 :1_ .
cTr

Dans la mécanique newtonienne, il est possible de calculer C. Si I'orbite est une ellipse
de Y2 grand axe a, de ¥ petit axe b et d'excentricité et la période de révolution (année) T la

27 T d
surface de l'ellipse 7ab est également zab = %J}) r’de = %J- (rz —(Djdt =CT.

0 dt
_2zab  2za’y1-€’

C
T T
4r*a‘(1-€?)
C*= =2 (8.1.16)
1.3 Périhélie
1.3.1 Equation a intégrer
Il faut intégrer I'équation (8.1.11) U” + U = "y + Er u?
o 2B 2%
Quelles sont les valeurs de r02 ~ MC25 et de §rou2 ?
2B C 2
Pour la Terre C =r? ?j_(tp Si l'orbite est assimilée a un cercle r =1,5x10"m. la vitesse
11
périphérique rd—(p est environ 27t = 27 x1,5x10 =29860m /s,
dt T 365,25 x 24 x 3600
C=r (r d—¢j = 4.5%x10'
dt
I\C/I:? =6,67x107"
2
§rou2 = §(3000) #ﬂ ~2x107"®
2 2 15x10
3 2
2 r;u =3x10°® (8.1.17)
0
2B°




Le second terme est tres petit devant le premier.

, r 3 . , : ;
Pour résoudre (8.1.11) U" + U = 2802 + Erouz, on utilisera la méthode dite "méthode
des perturbation”.

1.3.2 Méthode d'intégration

Pour simplifier la présentation on pose

A=-2
2
2B (8.1.18)
3 h
— ro -
2 A
L'équation a intégrer devient
" h 2
u”+u :A+Ku (8.1.19)

On suppose que la solution u est développée suivant les puissances croissantes de h :
U =u,(¢)+hu(e)+ eh, ¢ tendant vers 0 lorsque h tend vers 0.En reportant dans (8.1.19) :

ur +u,)+h(u'+u +gh=A+Du +hu, + gh)’
0 0 1 1 A 0 1

Ou encore
(ug+u0—A)+h(u{’+ul—%u(f}+gh =0 (8.1.20)
Dont on cherche les solutions par
u;+u,—A=0 (8.1.21)
u/+u, — %ug =0 (8.1.22)

L'équation (8.1.21) a pour solution U, = A+ Dcos¢ + E sing. C'est la solution

classique de la mécanique de Newton, une conique dont le foyer est a l'origine, c'est a dire le
centre du soleil. Par un choix convenable de I'origine des angles ¢ on peut écrire cette solution

u,=A+Dcose (8.1.23)

L'équation (8.1.22) devient

2
+U, = %(AJF Dc:OSgp)2 = A+ 2DCOS(0+%COSZ ®

n

Uy

Sachant que 1+ C0S2¢ = 2C0S° @



2 2
u; + U, :[A+2D—AJ+ZDCOS¢+2D—ACOS(2¢) (8.1.24)

La solution de I'équation sans second membre est inutile car c'est la méme que celle
de(8.1.21). Seules les solutions particulieres sont utiles :

D? D?
u,+u, = (A + ﬂ} = U, = [A + —j (8.1.25)

Pour U/ +u, =2Dcos¢, comme COS¢ est solution de I'équation sans second

membre, il faut chercher une solution de la forme u,, = (K, cosg +K, sing)

u +u, =2Dcosp = u, =Dgsing (8.1.26)

C'est ce terme qui va expliquer la précession du périhélie de Mercure.

2
Pour U/ +U, = 2D—ACOS(2¢) la solution est de la forme K, cos(2¢)+ K, sin(2¢)

) DZ D2
u/+u, = ﬂcos(zw) = U, = —ﬁcos(zw) (8.1.27)
Finalement
D? . D?
U =| A+— |+Dpsinpg——cos(2 8.1.28
. [ 5 Aj psing - (29) ( )

Et pour u +hu, :

2 2
u= KA+ hA + th_Aj + D(COS(p+ hgosingo)— h6D—Acos(2(p)} + ¢h| (8.1.29)

Le dernier terme, entre les crochets, introduit une petite variation périodique dans la
distance de la planéete au centre du soleil.

Le second terme, hg étant une "petite valeur" peut s'écrire
cos(¢ — he) = cos pcos(hg) + singsin(hg) = cos e + hgpsing + h, c'est a dire que on

2
peut écrire U =A"+D COS((l— h)(o) —h 6D—ACOS(2(p)

en négligeant le terme ¢h.
1.3.3 Résultat
Le périhélie se présente lorsque la planete est le plus prés du soleil, c'est a dire lorsque

2n
u=1/r est maximum, c'est a dire (l— h)(p =2N7, @ = ﬁ pour 2 périhélies successifs



2
(P — @)= F = 27 + 2hz . Tout se passe comme si le grand axe de I'ellipse tournait

autour du soleil. Pour une période I'angle dont a tourné le grand axe est égal a Ay = 2hr.

2 2 2 2n 12
D'aprés (8.1.18) hzgroA:Ei:E(ZGMj ¢ —3G—M

4B> 4 ¢ ) C? c*C?
67G°M?
d'aprés (8.1.16)
3GIM7T?
AY = 8.1.31
2zc’at(l-e?) ( )

Avec la formule (8.1.31) et a =5,7909x10", e =0,20563 et T =87,5693 jours,, le

nombre d'années sidérales en 1 siécle : N = M = 415,202

87,5693

AY = 43,42" par siécle, la mesure donne 42,6" +1,0"

Mercure

B s
//s

X\0!
¥
W

Soleil

3
a~ GM
La troisieme loi de Kepler s'écrit, en mécanique newtonienne T—2 = F ou
T
a3
GM = 472 77 En reportant cette valeur dans (8.1.31), il vient
247°a°
AY = 2 2 (8.1.32)

ciT?(1-€?)

C'est I'expression qui avait été donnée par Einstein.



Si on assimile I'ellipse a un cercle de rayon r, la vitesse périphérique le la planéete étant v,

C:rzd—(D:r(rd—(D):rv
dt dt

Ay =——— 8.1.33
VT oA ( :

2GM

En utilisant 1, = —;
C

GF
T | 52
r) B (8.1.34)

avec f =

Application pour la planéte Mercure :
r =58x10°km =5,8x10"m

. i 27r i
La vitesse orbitale v = = 48166 m/s, le nombre d'années

87.9693 x 24 x 3600

sidérales en 1 siecle : N = % =415. Si Ay est exprimé en seconde d'arc, en un

siécle la rotation de I'axe de Mercure est

2 2
av =N[1%3600 |24 o | L _o972x10°N[ " | L
V4 2 \r) p r) p

Ce calcul donne AY =41,66" par siecle

1.3.4 Remarque

La formule (8.1.31) peut s'écrire AY = ( . Les valeurs de la

3G°M? T?
27c® )| a*(1-€?)
premiére parenthese est une caractéristique du systéme solaire. Pour avoir la valeur au bout de
100 ans terrestre de ce décalage du périhélie il faut multiplier ce AY par le nombre de
révolutions sidérales de la planete considérée c'est a dire , ce qui donne un AW ¢ séculaire

2

proportionnel a . Comme —-est constant, 3%™ oj de Kepler, AY ¢ est inversement
a

a‘(1-e?)
proportionnel & a’2 (1— e ) ou, a quelques pour cents prés a a’?. Le demi grand axe de la

Terre & =150x10°km. cela donne pour la Terre AW = 4". Les mesures donnent 5,0 +1,2



2 Déflexion de la lumiere

Pour un rayon lumineux ds = 0. Il n'est plus possible de dériver par rapport a s. (8.1.3)

. Vs
devient, en supposant 6 = 5

L=c(1-Tolrr_ L 2 _y252 g (8.2.1)

r
Les dérivées sont exprimées par rapport & une variable A.

r%p = B reste valable ainsi que t= . En reportant dans (8.2.1) il vient

C — r*——=0,ou
1-To 1_To r
r r
2
c¥A2=f2+$;(L—%} (8.2.2)
Si r':d—rest la dérivée der I = dr = dr do =r'p= r'EZ' en reportant dans
de di dedA r
(8.2.2) :
272 (1% 1 o
, 1 u’
Siu=-—

'=—— et (8.2.3) devient
r u

C’A* = Bz(u’2 +U? — r0u3) (8.2.4)

Et en dérivant par rapporta ¢ :

u’(u”+u—gr0u2j:0 (8.2.5)

Il'y a une solution U’ =0, c'est a dire U =C" = U, . Cette solution n'est valable que

c?A’ =B’uj (1—ryu, ). Dans ce cas le rayon lumineux décrit un cercle.

L'autre solution est obtenue par

+uU==ru (8.2.6)

10



3 3r _ L s :
Le terme Erou = E—Oest petit. Pour le soleil, si on considere un rayon lumineux passant
r

;
a proximité de sa surface, R = 696000 km et devant gao = 6,5x107°. Pour résoudre on
pose

U = Uy(p) + hu,(¢) + eh avec u"+u =hu’: (uy +u, )+ h(u;+u,) + £h = hu?, avec
hzgg

En identifiant uj +U, =0 = U, = K, cos¢ + K, sing, c'est Iéquation d'une droite. En
choisissant l'origine des angles ¢ on prendra

1
U, = ECOS(D (8.2.7)

1 11
La seconde équationU, + U, = U* = ?COS2 Q= E?(l_i_ cos(2¢)). En l'écrivant

4

sous la forme 2R’ (ul — %j + (ul — %j =V, +V, = C0S(2¢) avec

Vv, = ZRZ(ul—%J.

1
La solution de V; +V, = COS(2¢) est de la forme v, = K cos(2¢) : (ul — Wj

vV, = —%cos(Zgo)

1
u, = o2 (1+v,)
1 1
u, = — cos(2 8.2.8
1 2R2 6R2 ( (P) ( )
La solution complete est
1 3r r
Uu=-—-—cosep+—2= ——2-cos(2 8.2.9
R COSP+ o7~ e (29) (8.2.9)
Comme c0S(2¢) = 2c0s’ ¢ —1,
u—r—°+£cos __o_cos? (8.2.10)
R R 7V " <

11



2
: o R R
Les points a l'infini sont obtenus lorsque U — 0. COS@p = — + (—] + 2, seule la

Ty Iy

racine correspondant au signe moins convient (‘COS go‘ <1)

2 2
COSgDZB— {Bj +2:E—B 1+2(|;—°j .I;—Oétant"petit"

o fo lh Ty

r 2 r 2 r 2
1+2| 2| =142 +&| 2| et
R R R

“2MG
c’R

(8.2.11)

r-0
COS @ = R

T V4
Il'y a 2 angles (01>2— et g02<—§

Pour le soleil R = 696000 km, r, =3 km = cos¢ =-4,31x107°

Angle ¢
. : r, 2M
Q= % +6,, COS¢@, =—sing, etdonc SINg, = EO = CZ—F\(’; l'angle O, étant trés petit
o, = sino,
5 = 2MG (8.2.12)
1 C2R e
Angle ¢,
@, = —% —0,, COS@, =—SIiNg,, sans refaire de calculs
s = MG (8.2.13)
2 CZR e

Déflexion totale

Le rayon vient de l'infini de la direction a l'infini N 0, et repart a l'infini dans la
T
direction — + 9.
2

la déflexion totale est donc & =9, + 9,

4MG

o
c’R

(8.2.14)

12



Pour un rayon lumineux passant a proximité du soleil la déflexion est donc

AMG r _ :
8s =—— =22=8,62x10" radian
c’R R
o =177" (8.2.15)
Position
te d
oparerte o pompoes
o
51 4 32
%/ Soleil \K
Comparaison avec la mécanique newtonienne
La lumiére étant assimilée & une particule, sa trajectoire obéit a I'équation (8.1.14)
" MG
u +u= c?
1 MG 1 MG .
u= — = U= c? + >~ |COS@. La vitesse
R R C
dr )’ do) 1 dr u’
estV?=| — 2| 29 avecr:—,—:r’:——et
dt dt u de u

Sipour ¢ =0,V = Cu—% etu’'=0c —CZF\? , C? =c’R’. latrajectoire est

G (2O Yeasy
c’R? R Cc°R?
MG
e . c’R?
Les points a l'infini sont obtenus pour U = Osoit COS @ = 1 MG
R cRR?

13



MG
___cR
COS@ = —_ VTE
c’R
MG 1r, , o
>— = —— étant "petit
c‘R 2R
cos . MG
¢ c’R

En refaisant les mémes calculs que pour la déflexion en relativité générale, on trouvera
évidemment

2MG
(55 )Newton - CZR

(8.2.16)

C'est la moitié de la valeur donnée par la relativité générale.

3 Remarques
3.1 Newton

L'équation (8.1.13) (u"+u) = érzf '(r) donnesif(r)= _ME& l'attraction
r

newtonienne classique. U” +U =

oz La relativité générale conduit a I'équation (8.1.11)

. . 3 2MG
u +u-= B2 +§r0u en remplacant r,par sa valeur >
C

MG 3MG 1
:csz+ c? r?

14

u +u

D'aprés (8.1.15) C =cB

" MG 3MG 1
Tt et e e
. 1 , MG 3MG 1
Ce qui donnerait Frzf (r)= = +?r_2
r C r

o . . . . 1
Ce qui revient a ajouter au terme classique d'attraction en —-un terme correctif en —-.

r r

. , . 2 N . .
Cette solution n'est pas rigoureuse car le terme C*est obtenu a partir le la loi de Newton
sans terme correctif.

14



3.2 Valeur de =

L'élément de longueur de Schwarzschild est

dl? :ﬁdr2 +1?(d6” +sin® 6dg? ).
12V
c’r

. T
Si pour @ = E on calcul la longueur du cercle de rayon T, :

L = jdl = fohrld(p =27,
Pourlerayon r, : L, =2zt et AL=L, -L, =27(r,—1,)

Si sur un rayon, par exemple @ =6 =0 on calcule la distance entre les points de
I dr

coordonnées radiales r, etr, : Ar :I

n

>(r,—r)

/1_ro
r
AL
— <2z
Ar
3.3 Le temps

r r
Pour un objet immobile le temps est C7 = /gt =C, /1— St r= 1/l— -2t . Par rapport
r r

au temps a l'infini le temps local est ralenti. Pour r =r,, il semble arrété.

3.4 Planéité des géodésiques

On peut démontrer que les géodésiques sont situées dans des plans passant par le
centre de la masse.

En reprenant I'équation (8.1.5) r2¢ =———,onentire r?= et en reportant

sin® @ 2 0q¢

sin® g

dans (8.1.6)i(r 29) =r2sin@cos b’ :
ds

d( B 9}— B i_sin@cosegbZ:Bcosegb

ds\sin0¢ ) sin’0¢ sin®
d( 6 |_cosd . 6.31)
ds|sin@p | sin@ v o

15



En multipliant les 2 membres de (8.3.1)par

sin® 6
0 d 0 cosd » 1d o6 Y 1d( 1 _
-2 R .2 . = 3 6:>__ ) . = ) soit
sin“fp ds|sin“fgp ) sin°6 2ds| sin® 6o 2ds\sin“ @
. 2 . .
0 1 1  sin*d-sin‘a
sin® Gg sinfa sin®@  sin*asin®é

(sz _ sin” (8.3.2)
0 sinze(sinze—sinza) "

En s'inspirant de la recherche des géodésiques d'une sphere

) sin «(sin? @ + cos? 0)°
dp® =— §.?a ——d6® = — : ( : ) : do*
sin e(sm 0 —sin a) sm29[3|n20—(sm20+c032 «9)sm2a}

.2 .2 NG
sin a(sm 0 + cos 0)

sin? H(Sin2 @ cos® o — cos? dsin’ a)

et en divisant le numérateur et le dénominateur par sin® @cos’ a

2
tgza(l+ 12 Jd@z
tg°o

do® = > , comme d L 1+i2 dé
1_('@05) tgo tg°o

tgdo
1] tgar |
ool o) |9(ies)]
d(/)zz ¢ 2 = ; 2
1-| 8« 1-| 8«
tgo tgé
o[ %)
dp=+ g -
1_[t9aj
tgé

tga

dont la solution est ¢ = + Arcsin| =— [+C ou
tgé

(8.3.3)

?—z =sin(¢ —C) =(sinpcosC —sinC cos ). (le signe *estinclus dans le choix de la
g

constante C).

16



., sinég cosC sinC
En multipliant les 2 membres par et en posant —aet —-———=D
tga tga tga
cosd =asingsing +bsindcos g (8.3.4)

Considérons une sphere de rayon R centrée a l'origine, si on multiplie les 2 membres de
(8.3.4) par R on retrouve Z = bXx +ay , c'est a dire un plan passant par le centre de la sphére.

En d'autres termes la relation (8.3.4) signifie que si les angles @ et @ sont liés par cette

relation les point s'intersection de la droite OM, joignant l'origine au point M de la géodésique
décrit un grand cercle d'une sphere centrée a l'origine. Cela permet d'affirmer que la
géodésique est située dans un plan passant par le centre de la masse.

17



Résumé

Périhélie de Mercure

L'utilisation de la métrique de Schwarzschild permet de retrouver comme approximation
la mécanique de Newton.

1 : e :
Siu = —, les équations différentielles reliant le rayon r et I'angle € dans le plan de
r

I'orbite de la planéte sont :

" MG
Newton : +U= o2
s sy " I’0 3 2
Relativité générale : Uu+u=_—-+_—ru
2B 2

C et B sont des constantes. Le second terme du second membre est en général négligeable
devant le premier. Pour la Terre le rapport est de I'ordre de 107°.

Appliqué a l'orbite de Mercure, le calcul montre une précession du périnélie 43,4" par
siécle, en trés bon accord avec les observations.

Déflexion de la lumiere

Au passage a une distance R du centre d'une masse M la métrique de Schwarzschild
calcule une déflexion d'un rayon lumineux

c’R
Cette valeur est exactement le double que celle qui est calculé en utilisant la mécanique
de Newton et en considérant que la lumiére est constituée de "grains".

Appliquée a un rayon lumineux passant au voisinage du soleil la déflexion calculé en
utilisant la mécanique générale est

_ "
(Sp), =177
Cette valeur est en trés bon accord avec la valeur mesurée par Eddington pendant
I'éclipse de soleil de 1919.

Les résultats des calculs de la précession du périhélie de Mercure et de la déflexion d'un
rayon lumineux passant prés du soleil ont constitué 2 tests importants de la validité de la
relativité générale.
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Stabilité des orbites circulaires

1. Rappel de la théorie de Newton

d'équation (suivante)

1.1. Equations de base
Une masse M, située au point A exerce sur la masse mj; située au point B une force

m, dZOZA :—GmAmBB—A3 (1.1)
dt ‘ﬁ‘
De méme la masse m, exerce sur la masse my
d,0B AB
mg —=——=-Gm,m, —— (1.2)
dt ‘ﬁ‘

1.2. Déplacement du centre de gravité
En additionnant les équations (1.1) et (1.2) et en remarquant que les 2 seconds membres
d,0A d,OB d,; ~~ -~
———4m =—%|m,OA+m,0OB|)=0
dt? ° dt?  dt® ( A ° )

sont opposés : M,

. 1 __ .
C étant le barycentre des masses m, et m; : OC = —(mAOA+ mBOB),
m, + Mg

I'équation précédente peut s'écrire

=0 (1.3)

L'accélération du centre de gravité des 2 masses est nulle. Il se déplace en ligne droite.

1.3. Mouvement d'une mase par rapport a l'autre
En divisant I'equation (1.1) par m, et I'équation (1.2) par m; et en soustrayant la premiere
équation de la deuxiéme :

dzozB - dzozA = _GmA fs +GmB EAs
dt dt ‘AB‘ ‘AB‘
C'est-a-dire
dZAzB =-G(m,+m,) A83 (1.4)
dt AB
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En posant r= E I'équation (1.4) devient

d,r 1 AB
ﬁ:—(mAﬁ'mB)r—Z@ (1.5)

_—

AB L L,
‘:est le vecteur unitaire Uagorienté de A vers B.
AB‘

Remargue :

Silamasse My, =M est "petite” devant la masse m, = M ,par exemple la masse de la

terre devant la masse du soleil, la masse m; peut étre négligée dans I'équation (1.5). Elle devient

r 1-
ﬁz—GM r—ZUAB (1.6)

1.4. Constantes du mouvement

—

1.4.1. Moment cinétique

Le moment cinétique de la masse M par rapport au point B est A =mr A E et

dz _df- dr dr dr - d,r
—— =M—|ITA— =M —A—+I A= . Les 2 termes du second membre sont nuls,
dt dt dt dt dt dt

le premier parce c'est le produit vectoriel de 2 vecteurs égaux et le second parce que
I'accélération est colinéaire au vecteur I . Le moment .#Z est constant. Ceci montre par ailleurs

gue le mouvement est situé dans un plan, le plan perpendiculaire au vecteur .7 .

b,

A
¢
B
En posant U =Uag et U: le vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur U et situé dans le
plan de la trajectoire : Up=—U.Avec I =ruU et
®
d- dr- dudep dr- -d
a2 e 2 (1.7)
dt  dt do dt  dt dt

d
—Uu+r—=u

le moment cinétique A =mr A d_r =mruna iy do;
dt dt dt
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%zmrz(l—(tpﬁx\ﬁl (1.8)

C'est la deuxiéme loi de Kepler.

1.4.2. Energie

—

dr
En faisant le produit scalaire par E des 2 membres de I'équation (1.6)

dzg.dr — _GM %GAB.dr = _GM izﬁ-(d—rﬂ+rd—¢ﬁlj, il reste
dt® dt r dt r dt dt

dzgodr L GM 12dr
dt® dt re dt

C'est a dire

d|1far) _om|_,
dt| 2| dt r

et, en multipliant par m

1 -2 GMm
r

Le premier terme est I'énergie cinétique et le second terme I'énergie potentielle.

—

2
dr . :
D'apres (1.7) (EJ =r’+ rzgoz (les dérivées par rapport au temps sont indiquées patr

point au-dessus de la variable). L'équation (1.9) devient

L2 +1mrng2 _GMm _ ¢
2 2 r

2

—\2 i _ ) M ) _
Le carré du moment cinétique (%) =.#% =m’r*gp?, soit r’¢* = —— . L'équation(1.9)
m?r

devient

1 ., 1.7° GMm
—Mmre+—-——- =
2 2 mr r

K (1.10)

Les trajectoires sont des coniques. Les sommets de I'axe principal de la conique
correspondent aux points ou le rayon passe par un extremum : I = O soit
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Théorie de Newton

Quelle que soit la valeur de .Z'ily a

1.#° GMm _
2 mr? r

Pour une valeur donnée de .# , la courbe représentative

K

1.#° GMm
de f (r) =——

2mr
une valeur donnée de K il y a 2 points (ellipse), un point
double (cercle) ou un seul point (parabole ou hyperbole).

est représentée ci-contre. Pour

Le cercle correspond au minimum de la courbe, lorsque
. que la dérivée s'annule : soit

trajectoire est stable parce qu'elle correspond au minimum de I'énergie K.

2. Relativité générale

1
Avec U = —, |'équation des g
r

Si la géodésique est un cercl

2.1. Premiéere limitation

La valeur de B?tirée de I'équation précédente :

M
[ =——

C 1.11
toujours une trajectoire circulaire stable possible. Cette
eodeésiques est

r 3
u’+u=—%+>ru? 2.1
2B? 2° 1)
euU =u"=0et
o 3.
=u-——r.u
2B? 2°
2
rr
B?=—0% (2.2)

Ce qui implique, B? étant positif, que

3
r> ErO 2.3)
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Il ne peut pas y avoir de trajectoire circulaire dont le "rayon" soit inférieur a E Iy -

2.2. Deuxieme limitation
La métrigue de Schwarzschild

1

1T
:

dr® —r?de? (2.4)

ds? = ¢? [l—r—ont2 —
r

Le temps propre d'un observateur lié & la particule en mouvement est cdz =ds. En
dérivant par rapport & ce temps propre :

o2 :(1_r_ojcz,[‘2 1 F2 —r2g?

r
Par ailleurs, il a été montré que, pour une géodésique donnée,
o |, 2.
(l——jt =Aetr'o=B
r
L'équation (2.5) devient, en remplagant t et Q
. r, B> B
(2—c?0 4+ = — =30 =c’(A* -1 (2.6)
r r r

Pour une trajectoire circulaire I =0 et la valeur de son "rayon" r correspond & une racine
double de I'équation

rr r
En posant p = — et en divisant par c?, f(r) devient
r0
1 1 1
o()=-2 4k -] @

(p)= k| =
2
avec k = E’ 5
r,C
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Dont la dérivée

1 1 1 1
d(p)=—-2k—+3k—=— p2—2kp+3k
(p) =25 =2k 5+ 3k = )
s'‘annule pour
p=kFk(k-3) 2.8)

0.4

o Relativité générale

Lorsque K)3, les courbes admettent un maximum et un minimum. La trajectoire stable
correspond au minimum.

La valeur minimale de K pour laquelle il existe une trajectoire circulaire stable est kK = 3 et
la valeur correspondante du rayon est p =3, c'est-a-dire

= 3r, (2.9)

rmini

3. Disque d'accrétion, émission d'énergie

Le gaz en orbite circulaire autour de I'horizon d'un trou noir perd de son énergie a ,cause de
la viscosité turbulente. Ceci s'accompagne d'une perte d'énergie gravitationnelle et d'un
echauffement du gaz. Il perd de son moment angulaire et finit par quitter les orbites circulaires
stables et tombe rapidement en spirale vers le centre du trou noir.

On peut estimer l'efficacité de I'émission d'énergie sous forme de rayonnement en calculant
I'eénergie perdue par une particule venant de "tres loin" et se placant sur l'orbite circulaire la plus

petite r = 3r,.
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Sur cette orbite k =3, B = kr02C2 = SrOZCZ. En reportant ces valeurs dans I'équation (2.6),
avec, de plus, r =0
r

r?—c*2+
ror

B_z_ B’r, _

2 r3

c*(A*-1)

2.2 3.2
_C2 rO +3r02 _3roC3 :CZ(AZ_].) — A2:§
3r,  9r; 217r, 9

~ 0,943

Comme A — [Energle] _ 2\3{5

2
Mm,C

La partie d'énergie rayonnée est égale a (1— A) m,c? ~0,057m,c?. 5,7% de I'¢nergie
de masse a été transformée en rayonnement. Ce pourcentage est & comparer au pourcentage de

0,7% de masse transformée en énergie dans la fusion nucléaire qui méne de I'hydrogéne a
I'nélium.

Ce rayonnement est trés probablement I'explication des quasars.

v

] e

/?'\ \
AN

3 ro

Exemple de particule suivant une orbite pénétrant dans le trou noir r <fr,

4. Remarque
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. r, B> B
En dérivant I'équation (2.6) r* —c*-2 +—-——2=c’ (A2 —1) ;

r r r
dr 1 r B2 B?r
2 == ¢*2+2—-3=—0 (4.1)
dr 2 r r r
Dans le second membre
. 1., .
e Le premier terme —ECZ—OZ est un terme d'attraction
r

2
e Le deuxieme terme +— est un terme équivalent a, une force ce,trifuge
r
Br

r4

0

e Le troisiéme terme _E est, comme le premier terme un terme d'attraction.

Ce terme n'existe pas dans la théorie de Newton.

2
. 3T . . 3
La somme des 2 derniers termes —( — —-2 | devient négative lorsque I < Ero

r3 2r

Cela conduit alors a un effondrement rapide de la particule vers le centre d'attraction.



Extension de la métrique de Schwarzschild

La métriqgue de Schwarzschild considérait une masse ponctuelle concentrée en un point.
Une autre métrique présentant une symétrie sphérique est celle qui décrit un univers ou la masse
serait répartie, avec une symetrie sphérique a l'intérieur d'une sphere.

Dans les équations d'Einstein le second membre n'est plus nul, il est constitué par le
tenseur Energie — Impulsion.

1. Mise en équations

La métrique a la méme forme que la métrique de Schwarzschild

ds? =c%e®dt? —e¥dr? —r? (dé’2 +sin’ Hdgoz) (1.1)

1.1. Tenseur de Ricci
Les composantes du tenseur de Ricci sont les mémes que celles de la métrique de
Schwarzschild :

ROO _ ez(vfﬂ) (_Vﬂ + A _Vr2 _ ZTVJ (1.2)
R,=v'-AV+v? —% (1.3)

R, = (1+r/—ra)-1 (1.4)

R, =R,,sin’8 (1.5)

1.2. Tenseur Energie — Impulsion
Si p(r) est la densité de matiere, p(r) la pression isotrope et u, les composante du

vecteur quadri-vitesse, le tenseur énergie — impulsion s'écrit :

P
TW = (p + ?ju#uv - P9, (1.6)

La dérivation des variables X* est faite par rapport au temps local de la particule. Dans
I'espace lié a la particule la métrique est la métrique de Minkowski :

ds? =c’dz? - (dxl)2 —(dxz)2 - (dx3)2

La particule étant immobile, dans son référentiel, les dérivées
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Y7
dx =0siu#0
T
-2 dS2 2
et =—=¢C
dr

Le carré du quadrivecteur vitesse est égale a C°.

Dans un autre systeme de coordonnées le module du quadrivecteur vitesse est conserve.
Seule la composante vl #0.Sila métrique est

ds® = gy, dt® +g,,dx"dx” +g,,dx*dx” avec a =0, =0

2
Et ¢’ =g, (VO) , c'est-a-dire u° =

C_ etu =g,u’=g _c
,goo 0 00 00 ,goo
u’ = Cy/Y900 (1.7)

Les autres composantes du quadrivecteur vitesse sont nulles.

u” =C4/0y, [10,0,0]

1.3. Equations d'Einstein
Une premiere forme d'écriture est

1
R,uv - Egva = _KT,uv (18)
87rG
avec K = X
En multipliant les deux membres par g*" :
"R _Lgm R =—-xg"T
g §7% 2 g g#v - Kg uv
Sachantque g“R , =R, 9*"g,, =4 etg“T =T, 'équation ci-dessus devient
—R =—«T
; . 1
En remplacant R par kT dans I'équation(1.8) : R, _Eg”VKT =—kT,,
1
R, =-«x|T, —EgWT (1.9)
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En reprenant la valeur de TW dans I'équation (1.6)

T = gﬂ"TﬂV — gﬂ" Kp+c—p2juﬂuv — pgw}

g*uu, =u'u, = U =c?, et 9"'g,, =4etT = (erC—'Ozjc2 —4p

T =pc®—3p (1.10)
Les équations d'Einstein peuvent s'écrire :
R _ 1% 1 2
w =K p+? uﬂuv—i(pc —p)gw (1.11)
Le produit U U, n'est différent de zéro que lorsque x=v =0, UU, = Jo,C°
R =— 2 P_ l 2 _
o0 = K[ GpC | P T o2 2goo (pC p)
— 1 2 - 1 2 2,2v
Ry, = Ezc[,oc +3p |9y = Ex[pc +3p|c’e
Ry =2 k[ pe” ~p o, = x| pot - pJe”
2 2 (1.12)
1 1
R22 = EK‘[,OCZ — p:|g22 = —EK[pCZ — p]l‘z
R, =R,,sin*0
Et les équations différentielles :
p (1.13)
g2 (—v” + AV -V - 2v j = —EK[PC2 + BPJCZKZV
r 2
2v' 1
" 1! 12 __ = 2 2424
—v'+ AV =V - = 2K‘|:,OC +3p]c e
21 1 (1.14)
V”—ﬂ'V,"FV'Z— —_Tx C2_ eZ/l
—=—x[pc”-p]
(1.15)

~ , , 1
e (1+rv'—ra )—1:—51{,002 —~ p]r2

2. Solution

Des équations (1.12) on déduit :
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—2v

€ 22 R,, 2
Ry, o +R, e + 2—r = = —2K0C 2.1)

Des équations (1.13) a (1.15) on déduit

(1— e‘”) +2rle ™ =xr’pc? (2.2)

d
qui peut s'écrire —[r (1— e )] = kpC’r? et qui s'intégre
dr

r(l-e?)= /ccz_[orp(x)xzdx +C*

Avec x = —,—, le second membre s'écrit gjor Arp(x)x°dx +C'. En appelant
C C
m(r)= _[Or Arp(X)x2dx (2.3)
, le résultat (r —~ re‘”) = 2GL2(r) +C®etg,=6"= L — . Afin que
C 2Gm(r) C
1-— "+
cr r
9,,(0) = Oil faut prendre C* =0
B 1
9, = a 2Gm(r) (2.4)
c’r

Remarque

Pour calculer la masse comprise entre le centre et le rayon I il faudrait calculer l'intégrale

M(r) = [ J¥(r)drdede

ou y est le module du déterminant du tenseur métrique de I'espace a 3 dimensions

(r,0,0) : ¥ =]0109,,95 = e*'r*sin’ Get
r (%) /2 . 2¢
M (r) (L:Oe xzp(x)dx)(_[_”/zsmQde)(JO dgp)

M(r) = J‘Or A7p(x)x%e™Mdx (2.5)

La composante g,, = e”” se calcule en exprimant que la divergence T*", =0.
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T#V :(p_l_%ju/luv _ pg#v
C

Rappel de la formule de la divergence d'un tenseur d'ordre 2, 2 fois contravariant A*"

H

1
w5 1A 2

Pour le tenseur Energie-Impulsion T =|| p+ £2 u“u” | - (pg‘”)_
C } H
7]

yv

Sachant que g =0 et que la dérivée covariante d'une fonction se confond avec sa

dérivée, le deuxiéme terme se simplifie.

(Pg™")., =9"P..=9"P, (2.7)

I

est différente de zéro. Le seul terme non nul dans le

Le premier terme

HP+C—pzju”u} _J_ax“

Seule la composante u’ =

gOO

2
crochet est obtenu lorsque 4 =v =0: \/-g (p + %juouo = -0 (p + %)C— Comme p(r)
C C" )0y

et p(r) ne dépendent pas du temps X°. par conséquent

0
ﬁ{ﬁ(p+c—szu°u°}:0 (2.8)

Ce premier terme du second membre est donc nul.

Parmi tous les termes de I'"_ (p + Ej u“u?, seuls le terme pour lequel 1 = o =0n'est
pas nul
v p My O v p 0)2 p CZ 1 v 2
| p+— UU” =1 | p+— (u) =I"g ,0+ _Foo(PC +p)
C c gOO gOO

14 v 14 1 1 |4
Le symbole de Christoffel I, = g* | =qg“ E(g“o’o — oo, t goﬂ‘o) = —Eg” 9o,

La nullité de la divergence du tenseur impulsion-énergie peut étre réécrite, en changeant
les signes :
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1
———(pC*+P)9" Dy, +9"P,, =0 2.9)
2gOO

0 0
Uy t P Nne dépendent que de X™ =T et donc 9" g0, = 9" ygoo = gllygoo- Etde

0
méme g“'p , = g“@—r p. L'éguation (2.9) devient

pe’+pdgy  dp _

20, dr dr
d :
Et finalement comme ¢, = c’e?, — g = 2c’e™V' et — Y=V
dr 00 dr
pl
Vis——— (2.10)
pCc’ +p

Pour achever la détermination de la métrique, il faudrait connaitre les fonctions p(r) et
p(r).

3. Equations relativiste de l'intérieur de I'étoile

La premiére équation découle de I'équation (2.3) m(r ) = J.Or Amp(X)x dx

dm(r)

o A7zp(r)r? (3.1)

1
En reprenant I'équation (1.15) e ** (1+ rv' — r/l') -1= —EK‘[,OCZ — p} r? eten utilisant

les valeurs trouvées pour A et v :

e = (1—&0)} —

4

P

c’r pC’+p

et de (2.2) (1—e’“) +2rie® =kr’pc’>

4nG o2 Gm(r)

c* c’r

rle™ =

il vient

2
dp _ pc’+p 1 (47zG r2+Gm(r)j 32)

dr ro4_26mr)\ c c’r
cr
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Cette équation est connue sous le nom d'équation d'Oppenheimer-Volkoff’.

Pour résoudre totalement il faut une derniere relation, I'équation d'état de la matiére :

p=p(p) (3.3)

Les 3 équations (3.1) a (3.3) forment un systeme fermé. Il y a 2 équations différentielles du
premier ordre, il faut 2 conditions pour résoudre.

La premiére est triviale : m(0) =0.

La deuxiéme condition est obtenue en écrivant qu'a la surface de I'étoile (r = R), la
pression est nulle.

Si on fait tendre C — o0, I'équation (3.2) devient

dp __Gm(r)p(r)

dr r?

qui est I'équation newtonienne de I'hydrostatique.

4. Solution de Schwarzschild a densité constante

4.1. Détermination de la pression
Le probléme se simplifie considérablement en choisissant

p(r)=C¢=p (4.1)
Si R est le rayon de I'étoile :
ﬂ7z,or3 sir <R
m(r) =
4 3 :
—oR sir >R
3
L'équation (3.2) devient
dp  42G 5 ) r
prait (pc® +p)(pc” +3p) e (4.2)
1- 302 por
Cette équation différentielle est "a variables séparées" :
dp _ 4nG rdr
2 2 T qnad
(pc?+p)(pc®+3p) 3 1_17?”2

! On massive Neutron Cores — J.R. OPPENHEIMER & G. M. VOLKOFF (Physical Revew
february 15, 1939)
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et s'integre :
J-p(r) dx _ 4G jr ydy
PO (,002 + x)(,oc2 +3x) -3¢t o 1_ 27::(23 oy’

p0 = p(0) est la pression au centre de I'étoile. Les 2 intégrales sont classiques :

pc’ +3p _ pc’ +3p, ’1— 872G or? @3
pci+p  pC+p, 3c® '

La pression p,est déterminée en écrivant qu'a la surface de I'étoile (I = R) la pression est

nulle. Le premier membre de I'équation (4.3) est égal a 1 et

2
1= (—pc 2+ BpOJ\/l— 872(2; IORZ
PC+ P, 3C

Ce qui permet de déterminer p,, en remarquant que

872G G(4 1 2GM r,
(o 20

3¢’ 3 R cor r
o o2 1-1- rs/R 4.4)
’ 3(yi-1,/R)-1
En introduisant cette valeur dans I'équation (4.3)
o(r) = o J-rr2/RP - -1 R s
3(JI-r./R)-{1-rr? /R’
4.2. Métrique
. > . 1 .
La composante g,, donnee par |'équation (2.4) Q,, = 1_26—m(r) est complétement
c’r
L, 4 4 . \r® 3
déterminée: M(r)=—xr’p=| —=7R°p | —==M —; et
(=37 (3 P j R R
1 1 :
r)= = sir<R
9(") 2GM r? rr
e r TR
1 (4.6)
= sir>R
s
r
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!

En reprenant I'équation(2.10) v' = — f , comme p estune constante
pC”+p
d d K
dv=——P et y(r) = —_[ o - ~In(pc® +p)+C*® =In—,———, K étant une
pece+p pece+p pc”+p(r)
constante d'intégration.et
KZ
2v
Qe =€ = 5 2
[ pc? +p(r)]

En reprenant p(r) dans l'équation (4.5)
» J-rr? /R - -1 /R
3(JI-1,/R)—y1-1,r*/R®

[ aR) ]
SRR

pC®+p = pc’

La composante

KZ
[,oczntp(r)]2

_ K* [3(\/%)—«/145#/?}2 4.7)

(chz)z(l—rS/R)
K[ R) - TR |

KZ
(2pc?) (1-1,/R)

r=R-—>0,= 02(1—%) Dans (4.7) gy, (R) = K’{4(1—r§ﬂ et donc

goo(r) =

La constante d'intégration K' =

est déterminée en écrivant que

goo=CZZ[3(«/1—rS/R)—,\/l—rsrz/R:“}2 si r <R

(4.8)
:czﬁl—r—sj si r>R
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4.3. Théoreme de Buchdahl

: . : 1 . :
Dans I'équation (4.4) le dénominateur s'annule si 1/l— rs/R = § et la pression p, devient

infinie.
Il faut donc l—r—S > l soit 1— ZC'EM 1
R c’R 9
GM B 4
a 4.
c’R 9 (4.9)

Ce résultat peut s'interpréter en disant que pour un rayon R, si la masse de I'étoile
2

dépasse la limite M < , il n'y a plus d'équilibre possible et I'étoile va s'effondrer.

Il faut toutefois spécifier que cette limite ne s'applique que si la densité p est constante.
Elle ne s'applique donc pas a une étoile ordinaire telle que le soleil.

Elle pourrait s'appliquer, & peu prés, pour une étoile a neutrons. En prenant une étoile a
neutrons d'un rayon R =10 km elle ne peut pas avoir une masse supérieure a

1R 4(3x10°) 10°
g _

M - -11
9G 9%x6,674x10

~ 6x10% kg

C'est-a-dire 3 fois la masse du soleil. Ce qui est I'ordre de grandeur des masses mesurées.
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