Théoréme de Morley

1. Enoncé

angles aux sommets se coupent pour
former un nouveau triangle A'B'C'.

Ce triangle est équilatéral.

2. Une démonstration géométrique

2.1. Données

Dans un triangle ABC, les trisectrices des

Les angles aux sommets du triangle ABC sont BAC =3a, CBA =34 et BCA =3y et

les longueurs des cotés a,b et ¢. R est le rayon de son cercle circonscrit.
Les longueurs des cotés du triangle A'B'C' sont a',b' et c'.

2.2. Calcul du coété a'
Dans le triangle ABC', dont les angles valent ¢, SV et |:7Z' — (a + ,B)]

AC_ AB ~ AB
sing  sin[z—(a+p)] sin(a+p)

Comme 3a+3p8+3y=r, a+,3=§—7

On sait que dans le triangle ABC

a b c
sin(3a) sin(3.) B sin(3y) =2

et donc AB =c =2Rsin(3y). Ce qui donne

AC' - 2R sin #sin(3y)
sin(z/3-7)

(1.1)

(1.2)



- - - - Théoréeme de Morley-Solution géométrique - - - -
sin(3y) =3siny —4sin’ y peut s'écrire

sin(3y) = 4siny[(§ —sin’ 7] = 4siny[§ +sin 7](? - siny]

. T . .1 (x I(x
sin—+siny =2sin—| —+y [COS—| ——¥
B o 3 2\ 3 203
Comme — =SIn—, et que
2 3 sin” siny 23in1 dd y cos1 7[+;/
3 2\ 3 2\ 3

Le produit
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sin3y=4sinysin(§+7jsin(§—7j (1.3)

Et

En reportant cette valeur dans (1.2) il reste

AC':8Rsinﬂsinysin(§+7J (1.4)

On calculerait de méme

AB' = 8Rsinﬂsinysin(§ +,Bj (1.5)

Dans le triangle AB'C'
a’=AB"?+AC"”? -2AB'x AC'cosa

Soit :

a” =(8RsinBsin ;/)2 {sin2 (% + yj +sin’ (% + ,Bj — 2sin(§ + 7jsin(§ + ﬂj cos a} (1.6)

La somme des angles a+(§+ﬂj+(§+}/j:(a+ﬂ+7)+2§.



- - - - Théoreme de Morley-Solution géométrique - - - -

3

Comme (a+ B+y)= Zoa+ (% + ,Bj + (% + 7/) = 7. Ces 3 angles peuvent étre les

angles au sommet d'un triangle A"B"C" inscrit dans un cercle de centre O et de rayon R":

Dans ce triangle :

B"C".

On a également :

(2.‘?”)2 sina = (2,‘?”)2 {sin2 (% + ﬁj +sin’ (% + 7/) —~ Zsin(g + ﬁjsin(% + 7/] coS a}

C'est a dire :

sin’ o = sin’ (% +ﬂj +sin’ (% + yj —Zsin(g + ﬁ’}sin(§+ yjcosa

En reportant cette valeur de sin’ o dans (1.6), on obtient :

a” = (8Rsinasin Bsin 7/)2

Cette expression est symétrique en (a,ﬂ,y). On obtiendra donc :

a=b=c= 8Rsinésin§sin—
3 3 3

Le triangle A'B'C' est équilatéral.

A"B"=2R"Sin(§+yj, A”C”=2R”Sin(§+ﬂj

BNCIIZ — Aanz + A”C”Z _ 2AnBﬂ XA”C!I COS .

En remplacgant par les valeurs calculées des cétés :

B'C" =2B"H =2R"sin«a, H étant le milieu du coté

(1.7)

(1.8)
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